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1 Einleitung

Diese Formelsammlung ist als einzige Unterlage bei der schriftlichen Priifung aus ,, Vertiefung in
statistische Methoden* zugelassen. Sie kann einseitig auf A4 ausgedruckt werden, auf Vorder- und
Riickseite sind beliebige handschriftliche Notizen zugelassen. Stoff der Priifung sind alle in der VU
vorgetragenen Inhalte inklusive Hausiibungen, nicht nur der Inhalt dieser Formelsammlung!

2 Zufallige Grofien
Zufillige Groflen

In der Statistik werden numerische Merkmale durch sogenannte Zufallsvariablen (zufillige Groen,
ZG) X modelliert:

diskret: Wertebereich ist endliche Menge von Zahlen oder hochstens abzéhlbar unendlich, z.B.
Zahlen {1,2,3,4,5,6}, natiirliche Zahlen, ganze Zahlen, ...: {z1,zo,...}

stetig: Wertebereich ist iiberabzéhlbar unendlich, z.B. Intervall, positive reelle Zahlen oder alle
reellen Zahlen.

Diskrete Zufallsgrofien
e Es gibt hochstens abzahlbar unendlich viele Werte fiir X
Myx ={z1,29,...}
o Wahrscheinlichkeitsfunktion (W-Fkt)
px(z:i) = P(X = ;)

e Die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller méglichen Werte muf3 1 ergeben:

Z px(x;) =1

z;€EMx

Achtung: Die Wahrscheinlichkeiten der moglichen Werte sind hier nicht unbedingt alle gleich!
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Stetige Zufallsgrofle
e X kann (alle) Werte aus einem Kontinuum (z.B. Intervall) annehmen.
e Da es {iberabzéhlbar viele Punkte gibt, gilt fiir alle Punkte x aus dem Wertebereich von X
P(X=x2)=0
Nur Intervalle haben positive Wahrscheinlichkeiten.

e Dichtefunktion (DF):
nichtnegative Funktion fx : R — Ry

o Es gilt: .
Fx(z)=P(X <zx)= [ fx(t)dt

b 0o
P(a<X§b):/ fx(x)dz, [ fx(@)dz =1

e Die Funktion Fx(z) = P(X < z) heiit Verteilungsfunktion, sie kann natiirlich auch fiir
diskrete Groflen definiert werden.

Erwartungswert und Varianz
Y ey TiDx (Ti) falls X diskret
E(X) =ux =
7 2 fx(2)de falls X stetig
ZriGMX (i — pux)? px(z4) diskret
Var(X) = B((X —pux)") ={
o (= px)? fx(2) da stetig

Univariate Normalverteilung

Eine stetige Zufallsvariable X heiflt normalverteilt,
in Zeichen X ~ N(u,0?), wenn sie die Dichte

oV 2T 202
besitzt.

E(X) = u

Var(X) = o?

Die spezielle Verteilung mit 4 = 0 und o2 = 1 heiit Standardnormalverteilung.

Lognormalverteilung

Eine stetige, nicht-negative Zufallsvariable X heifit logarithmisch normalverteilt, in Zeichen X ~
LN (u1,0?), falls die transformierte Zufallsvariable Y = log(X) N(u,o?)-verteilt ist. Die Dichte
von X ist gegeben durch

1

flx) = T exp (—(log(z) — p)?/20?) , x> 0.
E(X) = exp(p+0°/2),
Var(X) = exp(2u+0?)- (exp(c?) —1).
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Konfidenzintervall fiir Mittelwert

Gegeben sei eine beliebig verteilte Stichprobe mit bekannter Varianz o?. Dann ist

X —p
= ——~ N(0,1
2= A~ NOY
approzimativ standardnormalverteilt, die Schranken des entsprechenden approzrimativen Konfi-
denzintervalls sind

— o
9u = X 721—04/2%

— o
0, = X+z1_a/2%

wobel z, das a-Quantil der N (0, 1) ist. Bei unbekannter Varianz wird diese durch die Stichproben-
varianz 62 ersetzt, das Konfidenzintervall sollte dann aber erst fiir gréere n verwendet werden.

Konstruktion von Tests

Alle klassischen statistischen Tests basieren auf folgendem Grundprinzip:

1. Es wird eine sogenannte Nullhypothese Hy und eine Alternative H; gebildet.

2. Mittels einer Teststatistik wird berechnet, wie wahrscheinlich die interessierende Eigenschaft
der Stichprobe unter der Nullhypothese ist. Bildung eines Konfidenzintervalls fiir die Test-
statistik, Reduktion des Entscheidungsproblems auf den Wert einer einzigen Zahl.

3. Falls die Teststatistik auBerhalb des Konfidenzintervalls (=Annahmebereich) liegt, wird die
Nullhypothese verworfen (zu unwahrscheinlich gegeben die Stichprobe).

4. Die Art der verwendeten Teststatistik bestimmt, welche Eigenschaft der Stichprobe unter-
sucht wird (Lokation, Streuung, Verteilung, ...).

Fehler 1. Art: Die Nullhypothese stimmt, aber der Test verwirft sie (=Grofle oder Signifikanz-
niveau « des Tests).
Fehler 2. Art: Die Alternative stimmt, aber der Test akzeptiert die Nullhypothese.

Realitét
Testresultat Nullhypothese  Alternative
Nullhypothese 1— Grofe Fehler 2. Art
Alternative Fehler 1. Art Macht

Optimaler Test: Maximale Macht bei gegebener Grofle, gleichzeitige Reduktion beider Feh-
lerarten nicht mehr moglich.

Die Gewichtung der beiden Fehlerarten hingt meist von der Anwendung ab.
Die wichtigsten Tests

t-Test: Test auf Mittelwert, 1 Stichprobe, 2 gepaarte oder ungepaarte Stichproben. Bei kleinen
Stichproben Normalverteilungsannahme.

Rang-basierte Tests: nichtparametrische Tests auf Median, z.B. Wilcoxon. Annahme an Form
der Verteilung.

mehr als 2 Stichproben: ANOVA (Normalverteilung), Kruskal-Wallis (Rang-basiert)
Varianzen: F-Test (2 Stichproben), Levene-Test (mehrere Stichproben)

Kreuztabelle: y?-Test auf Unabhingigkeit.
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Schwankungsbreite bei Ja/Nein-Fragen

Wenn wir n Personen eine Ja/Nein-Frage stellen, ist die Anzahl der Ja’s binomialverteilt mit
Parametern n und p, wobei p der (in der Regel unbekannte) wahre Prozentsatz von Ja-Sagern ist.

Eine einzelne Person kann mit Ja (1) oder Nein (0) antworten, dies entspricht einer Zufallsva-
riable X mit

E(X) = px1+(1—-p)x0=p
Var(X) = E(X?) — (EX)?=
= pr 1P+ (1—p)x0°—p’ =
p—p°=p(l-p)

Der Prozentsatz bei n befragten Personen ergibt sich als das Stichprobenmittel

Nach dem zentralen Grenzwertsatz ist dieser asymptotisch normalverteilt mit Erwartungswert p
und Varianz p(1 — p)/n:

- PP
p(1—p)/n
Da 1.96 das 0.975-Quantil der Standardnormalverteilung ist, liegt z mit 95% Wahrscheinlichkeit im

Intervall [-1.96,+1.96]. Dies kann benutzt werden um bei 1. gegebener Fallzahl die Schwankungs-
breite, oder 2. gewiinschter Schwankungsbreite die notwendige Stichprobengréfie zu berechnen:

~ N(0,1)

Ap ~ —

3 Das klassische lineare Modell

Daten: (y;, zi1,...,%i), ¢ = 1,...,n, zu einer metrischen Variablen y und metrischen oder (binér
kodierten) kategorialen Regressoren 1, ..., 2.
Modell:

Yi = Bo+ B1wit + ...+ Brrik + i, i=1,...,n.
Die Fehler ¢4, ...,¢&, sind unabhingig und identisch verteilt (u.i.v.) mit
E(e;) =0, Var(g;) = o

Die geschétzte lineare Funktion

9i = f(x1,. .., %) = Bo + Przy + ... + Br

kann als Schitzung E(y|x1, ..., ) fiir den bedingten Erwartungswert von y bei gegebenen Kova-
riablen x1,...,x, angesehen und damit zur Prognose von y verwendet werden.
Parameterschitzungen und Residuen
Zur Schitzung der unbekannten Parameter 3; wird die Kleinste-Quadrate-Methode verwendet:

n n R R R 2

SQR = (yi—:)* =) _ (yz = (Bo+ Bz + ... kaik)) —  min
i=1 i=1

Residuen: &; = y; — 9;.
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1. Die Residuen sind im Mittel Null:

i £; = 0 bzw.
i=1

3

& =0.
i=1

[GN]

3=

2. Der Mittelwert der geschéitzten Werte g; ist gleich dem Mittelwert der beobachteten Werte
Yi:

3. Die Regressionshyperebene geht durch den Schwerpunkt der Daten:
§=B0+ i+ + BT

Linearitit des Einflusses der Kovariablen

Auf den ersten Blick erscheint die lineare Modellierung des Einflusses der Kovariablen sehr re-
striktiv. Im Rahmen des linearen Modells kénnen jedoch auch nichtlineare Beziehungen modelliert
werden. Beispiel:

yi = Bo + Brlog(z) + &,

Einfluss der erkldrenden Variable z; ist logarithmisch. Dies ist mit x; = log(z;) ein lineares Modell:
y; = Bo + B1x; + €;. Im Allgemeinen lassen sich alle nichtlinearen Beziehungen auf ein einfaches
lineares Modell zuriickfiithren, solange diese linear in den Parametern sind.

Schitzung in R
In R werden lineare Modelle mit Hilfe der Funktion 1m geschétzt:
> meinmodell <- lm(y ~ x1 + x2 + x3, data=meinedaten)

Der Teil mit der Tilde ist die sogenannte Modellformel. Auf der linken Seite steht der Name der
abhéngigen Variablen (Spalte im Datensatz), auf der rechten Seite alle Priadiktoren:
1. Mit Plus getrennte Variablen werden nicht addiert, sondern ins Modell aufgenommen.
2. Bei Termen der Form x1 * x2 werden sowohl die sogenannten Haupteffekte wie auch eine
Interaktion mit aufgenommen (kommt spéter).
3. Ein Punkt im Modell bezeichnet alle Variablen, die nicht auf der linken Seite stehen. Beispiel:

y
4. Ein Minus vor einer Variablen signalisiert, daf3 diese nicht ins Modell aufgenommen wird.
Beispiel: y ~ . - x1

Beispiel: Ein Aufruf der Form
> meinmodell <- 1m(y ~ x1 + x2 * x3, data=meinedaten)
entspricht mathematisch dem Modell
y = Bo + Bix1 + Pazwa + B3x3 + Bawaxs + €
Elementare mathematische Funktionen konnen direkt in der Modellformel verwendet werden:
> meinmodell <- 1m(log(y) ~ x1 + x2 * sin(x3), data=meinedaten)

entspricht mathematisch dem Modell

log(y) = Bo + frz1 + Baxa + By sin(xg) + Paxe sin(xs) + €
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Streuungszerlegung

Frage: Wie gut pafit die Regressionshyperebene zu den Daten? Mafl fiir die Variabilitdt der
abhéngigen Variablen Y ist die Varianz:

) 1 < _
8 = Z(yi -9)?
=1

n—1~4

Bei Regression betrachtet man iiblicherweise die Quadratsumme
SQT = (n—1)85 = > (v — )
i=1
(SQT = ,,Sum of sQuares Total®)
SQT = SQE + SQR
mit

e Sum of sQuares Total

SQT = (i —)°
=1

e Sum of sQuares Explained
n

SQE=> (% —9)*
i=1
e Sum of sQuares Residual

SQR = (v — i)
=1

Erklarte Varianz
Bestimmtheitsmaf:
_ SQE SQR

2 —
= SQT SQT

€ [0,1]
Es gilt R? = Cor(y,9)? = 7"32”;

R? ~ 0: Varianz der Residuen identisch zur Varianz von Y, X hat keinen linearen (!) Einflu} auf
Y

R? ~ 1: Varianz der Residuen fast 0, Daten liegen fast perfekt auf Hyperebene

Hypothesentests
e Die Parameterschétzer sind Zufallsvariablen, die von der Stichprobe abhéngen.

e Falls die Storgroflen normalverteilt sind, so ist ﬁ multivariat normalverteilt (mit unbekann-
tem wahrem Parameter als Erwartungswert und aus den Daten schétzbarer Kovarianzma-
trix).

e Ohne Normalverteilungsannahme an die Storgrofen gilt die multivariate Normalverteilung
approximativ fiir grofle Stichproben.

Die Normalverteilung der Parameter kann man fiir Inferenzstatistik auf dem linearen Modell
benutzen:

o t-Test auf Mittelwert
o 2-Test auf Mittelwert bei grofleren Stichproben

e F-Test zum Vergleich von Varianzen
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t-Test

Mit Hilfe des t-Tests kann iiberpriift werden, ob ein einzelner Koeffizient Bj sich signifikant von
einem vorgegebenem Wert unterscheidet. Der bei weitem wichtigste Fall ist dabei Test auf 3; = 0,
da dann die zugehorige Variable aus dem Modell entfernt werden koénnte.

Sei se; die geschétzte Standardabweichung von Bj, dann gilt

se;
Die Nullhypothese 3; = 0 wird abgelehnt, falls
[t] > tn—p(l — a/2)
Da die t-Verteilung fiir (n —p) — oo gegen die Standardnormalverteilung konvergiert, ist der Test

fiir grofie n (und fixes p) identisch zu einem z-Test.

Prognoseintervalle

Will man Konfidenzbereiche fiir die abhéngige Variable y angeben, so sind zwei Fehlerquellen zu
beriicksichtigen:

e Der unbekannte wahre Vektor der Regressionskoeffizienten wird durch 3 approximiert.
e Die beobachtbaren Werte streuen mit Varianz o2 um die Regressionsgerade.

Ein Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert pg = E(yo) einer neuen Beobachtung yo an der
Stelle oy zum Niveau 1 — « ist gegeben durch

Go £ tnp(1 — a/2)6\ /@ (X' X) Lo,

Ein Prognoseintervall fiir eine neue Beobachtung yo an der Stelle xy zum Niveau 1 — « ist gegeben
durch

o % tu—p(1 — a/2)5/1 + (X' X) .

Kategoriale Kovariablen: Dummy-Codierung

Zur Modellierung des Effekts einer c-kategorialen Kovariable = € {1, ..., ¢} mit Hilfe der Dummy-
Kodierung werden die ¢ — 1 Dummy-Variablen

I 1 T, =2 . _J1 T, =cC
1770 sonst e Thesl T sonst

fir i = 1,...,n definiert und als erkldrende Variablen ins Regressionsmodell aufgenommen:
Yyi =Bo+Brxin + ...+ Bie—1Tie—1+ ...+ &

Aus Griinden der Identifizierbarkeit wird fiir eine Kategorie von x, hier die erste Kategorie, keine
Dummy-Variable ins Modell mit aufgenommen. Diese Kategorie wird als Referenzkategorie be-
zeichnet. Die Schétzergebnisse werden dann jeweils im Vergleich zu der weggelassenen Kategorie
interpretiert.
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Vergleich ganzer Modelle

Zwei Modelle werden als geschachtelt bezeichnet, wenn alle Variablen des kleineren Modells auch
im groferen Modell enthalten sind. Dabei kann der Fehler des kleineren Modells auf den Trai-
ningsdaten nie kleiner als der des grofieren Modells sein.

Geschachtelte Modelle kénnen mit Hilfe der Varianzanalyse verglichen werden (F-Test): Ist die
Varianz des grofleren Modells signifikant kleiner gegeben die zusétzliche Anzahl von geschétzten
Parametern?

Die beiden wichtigsten Verfahren:

Anova Typ 1: Geschachtelte Modelle mit Variablen in derselben Reihenfolge wie in der Modell-
formel.

Anova Typ 2: Vergleich volles Modell mit allen Modellen, aus denen jeweils eine Variable ent-
fernt wurde.

Das korrigierte Bestimmtheitsmaf3

Zum Vergleich verschiedener Modelle ist das Bestimmtheitsma8 R? nur bedingt geeignet, da es
automatisch grofer wird, wenn eine neue Kovariable ins Modell aufgenommen wird.

Dieses Problem soll mit dem sogenannten korrigierten Bestimmtheitsmaf$ verhindert werden,
indem eine Korrektur fiir die Anzahl der Parameter angefiihrt wird, so dass das Giitemafl nicht
notwendigerweise grofler wird wenn eine zusétzliche Kovariable aufgenommen wird:

n—1

n—p

R*=1- (1 - R?).

Sehr populér, wird in allen statistischen Programmpaketen standardméfig ausgegeben, bestraft
aber zu wenig fiir neue Kovariablen.

Informationskriterium AIC

Das im Rahmen der Maximum-Likelihood-Inferenz am héufigsten verwendete Modellwahlkriteri-
um ist das Informationskriterium nach Akaike (AIC). Allgemein ist das AIC definiert durch

AIC = —2-1(B,6%) + 2 p|

wobei [(3,62) der maximale Wert der Log-Likelihood ist, und p die Anzahl der Parameter des
Modells. Die Herleitung des AIC basiert auf einer Taylorreihenentwicklung des erwarteten Fehlers
und ignoriert konstante Terme der Likelihood. Das AIC kann daher nur benutzt werden, um
geschachtelte Modelle derselben Modellfamilie zu vergleichen, es ist eine relative Gréfle. Modelle
mit kleinerem AIC werden bevorzugt.

Informationskriterium BIC
Das Bayesianisches Informationskriterium BIC ist allgemein gegeben durch
BIC = —2-1(8,6%) + log(n) |pl,

Es werden wieder Modelle mit kleinerem BIC bevorzugt. AIC und BIC sind auf sehr unterschiedli-
che Art motiviert, aus praktischer Sicht ist der Hauptunterschied, dass das BIC komplexe Modelle
deutlich stirker bestraft als das AIC (wegen log(8) = 2.079 > 2 ab n = 8).
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4 Generalisierte lineare Modelle

Binire Regressionsmodelle

Ziel: Modellierung und Schétzung des Effekts der Kovariablen auf die (bedingte) Wahrscheinlich-
keit

T, = P(yl = 1|l‘i1,...,$ik) = E(yt |xi17--~7xik)
fiir das Auftreten von y; = 1, gegeben die Kovariablenwerte x;i,...,z;;. Zielvariablen werden

dabei als (bedingt) unabhingig angenommen. Losungsansatz in allen iiblichen bindren Regressi-
onsmodellen: Verkniipfung der Wahrscheinlichkeit 7; durch eine Beziehung der Form

7y = h(n;) = h(Bo + Przir + ... + Beik),

mit dem linearen Pradiktor ;.
e Responsefunktion (Antwortfunktion): h ist eine auf der ganzen reellen Achse streng monoton
wachsende Funktion mit h(n) € [0, 1], Vi € R. Insbesonders kénnen daher viele Verteilungs-
funktionen als Responsefunktion verwendet werden.

o Linkfunktion (Verkniipfungsfunktion): Inverse g = h~! der Responsefunktion, es gilt daher
i = g(mi).
Logit-Modell:
_ exp(n)
1+ exp(n) 1—m

Probit-Modell:
m=®(n) = o (m) = 1.

Komplementéres log-log-Modell:
m=1—exp(—exp(n)) = log(—log(1 — 7)) =n.

Interpretation des Logit-Modells

Mit dem linearen Pradiktor
= Po+ Prxin + ... + BrTik

gilt fiir die Chance (odds)
™ Plyi=1|x;)

1—m Py =0|z)

das multiplikative Modell

P(y; =1|x;)

P(yi ~0 | wl) = exp(ﬁo) . eXp(xilﬁl) R exp(%kﬁk).
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Wird z.B. z;; um 1 auf ;7 + 1 erhoht, so gilt fiir das Verhéltnis der Chancen

Plyi=1|za+1,...) Plyi=1|2,...)
Py =0 an +1,...)! Py = 0wy~ PO
f1 >0 : Chance P(y; =1)/P(y; = 0) wird grofer,
B1 <0 : Chance P(y; =1)/P(y; = 0) wird kleiner,
B1 =0 : Chance P(y; =1)/P(y; = 0) bleibt gleich.

Maximum-Likelihood-Schitzung

Unabhéngig von der Link-Funktion kann die Likelihood des Modells nicht geschlossen nach 3
aufgelost werden, es mufl numerisch optimiert werden — Fisher Scoring. Es lisst sich zeigen: fiir
n — oo existiert der ML-Schétzer asymptotisch und ist sowohl konsistent als auch asymptotisch
normalverteilt (Stichprobenumfang n — oo geniigt).

Signifikanz der Parameter

Mit dem Test
H() . ,3]' = 0 gegen H1 . ﬂj 7é O, (1)
wobei §; ein Element von 3 ist, testet man wieder, ob diese Variable aus dem Modell entfernt wer-

den kann. Da 3 nur asymptotisch normalverteilt ist, wird immer mit der Standardnormalverteilung
verglichen — | z-Wert“, | z-Test*.

Linear trennbare Klassen

Eine unangenehme Eigenschaften der biniiren Regression (egal ob Logit, Probit, ...) ist, dal der
einfachste Fall linear trennbarer Gruppen zu ,,unendlichen“ Koeffizienten fithrt, der ML-Schétzer
liegt bei B = +o00.

Das numerische Maximieren der Likelihood wird in allen (verniinftig implementierten) Paketen
nach einer Maximalanzahl von Fisher Scoring Iterationen mit einer Warnung abgebrochen. Die
geschétzten Parameter sind dann einfach nur ,,sehr grof3’”.

In diesem Fall liefert z.B. die Fisher’sche Diskriminanzanalyse ein geeignetes Modell und ins-
besonders die trennende Hyperebene.

Poisson-Regression fiir Zihldaten

Die Zielvariablen y; nehmen Werte aus {0,1,2,...} an und sind bei gegebenen Kovariablen
X1, ..., 2 (bedingt) unabhéngig.
Log-lineares Poisson-Modell: y; | &; ~ Po(\;) mit

\i =exp(z;3) bzw. log \; = ;8.
Modell mit Uberdispersion:
E(yi |x:) = X = exp(z;B), Var(y;|z;) = o\

mit Uberdispersions-Parameter ¢. Die normale Poissonverteilung hat nur einen einzigen Parameter
A, dieser ist zugleich Mittwelwert und Varianz der Verteilung:

Aree—2

K

P{X =k} = EX = Var(X) = A

10
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5 Generalisierte Additive Modelle

Interpolation mit Splines

(a) B-Spline Basis (b) skalierte B-Spline Basis (c) Summe der skalierten Basisfunktionen

Splines benutznen regelmiflige einfache nichtlineare Funktionen, die sogenannte Spline-Basis,
die in Kombination fast beliebige nichtlinare Verldufe modellieren kénnen:

f(x) = Zanbn(w)

Z.B. kann die x-Achse in disjunkte Intervalle zerteilt werden und in jedem Intervall eine Poly-
nom niederer Ordnung angepaflt werden.
Kubische Splines:
Cio1 <z <& f(2) =a; +bix + ca® + dix?

Verschiedene Basisfunktionen haben numerisch unterschiedliche Eigenschaften — B-Splines, natiirliche
Splines, ...

Glattende Splines
Suche f mit f” € L2, sodaB fiir A > 0

N

RSS(£,0) = 3 (5 — F(n))? + A / (" ()2 dt

n=1
minimal wird.
A = 0: Losung ist jede Funktion, die die Daten interpoliert
A — oot Gerade (2.Ableitung 0)

Additive Regression

Beobachtungen: (Yi, Ti1, - - - Tik, Zily - - Zig)s 4 = 1,...,m
e 2;;: linearer Einflul auf y
o z;;: (potentiell) nichtlinearer Einflufl

Additive Modelle erweitern das lineare Modell zu

yi = fi(za)+.. + fq(zig) + Bo + Brzin + ...+ Bk + €4
= fi(za) ..+ fq (2ig) + 0" + e
= i tey

mit
N = By + Bizi + ...+ BrTik, Nt = fi (zin) + .o+ fy (2ig) + 0l

Identifikationsproblem: Addiert man etwa zur Funktion f;(z1) eine Konstante ¢ # 0 und sub-
trahiert ¢ gleichzeitig von einer zweiten Funktion f2(z2), so bleibt die Summe

f1(21) + fa(z2) = fi(21) + ¢+ fa(z2) — ¢

11
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unveréndert, d.h. durch den Ubergang von fi(z1) zu fi(z1) = fi(z1) + ¢ und von fo(z2) zu
f2(22) = fa(22) — c @ndert sich der Wert des Préadiktors nicht. Losung: zentrieren der f;

Zfl(zn) =...= qu(ziq) =0

Fiir die Fehlervariablen &; werden im Standardmodell der additiven Regression die gleichen
Annahmen wie im klassischen linearen Modell getroffen, d.h. die &; sind u.i.v. mit E(g;) = 0,
Var(g;) = 02 und gegebenenfalls normalverteilt. Wie im linearen Modell iibertragen sich die An-
nahmen {iber die Fehlervariablen ¢; auf die Zielgroflen y;, d.h. die y; sind fiir gegebene Kovaria-
blenwerte (bedingt) unabhingig mit

E(yi) = wi=fi(zin) +.. .+ fo(zig) + Bo + Brzir + ... + BrTik
Var(y;) = o?
und gegebenenfalls normalverteilt mit

Yi ~ N(:ui70.2)'

6 Hauptkomponentenanalyse (PCA)

Matrizen

Matrizen konnen beliebige Dimensionen haben.
1 3 1 3 4
4 2,(4 2 2 G g ;)
2 5 2 59

In der Mathematik gelten bestimmte Rechenregeln fiir Matrizen.

1 3 " 2 2\ [(1+2 3+2
4 2 3 1) \4+3 2+1
1 3 3 1x Bo+3xp1
4 x(o) 4% By+2x B
2 2Xﬁo+5><61

etc.

Lineares Gleichungssysteme

Daten: (y;, xi1,...,Zik), i =1,...,n,
1. = Po+ P+ ...+ Bk + €1
Yn = BO + ﬁlxnl +...+ 6kxnk' +éen
In Matrix-Schreibweise sieht das Gleichungssystem wie folgt aus
(1 Iz xi2 -+ 2k Bo €0
1 S A €1
= I
Yn 1 Tnl Tp2 - Tnk 6k €k
y=Xp3

y ist eine Linearkombination von X.
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7 CLUSTERANALYSE

PCA: Hauptkomponentenanalyse
e engl. Principal Components Analysis - PCA

e Transformation der urspriinglichen Variablen in eine neue Menge unkorrelierter Variablen auf or-
thogonalen Koordinatenachsen

Hauptkomponenten sind Linearkombinationen der urspriinglichen Variablen

Hoffnung, dass wenige Hauptkomponenten fiir den grossten Teil der Variation in den Originaldaten
verantwortlich sind

X' = (X1, ..., X;n) ist ein ein m-dimensionaler Zufallsvektor.
Finde Hauptkomponenten Z1, ..., Z,, unkorreliert und mit fallender Varianz, so dass

Z]' = alel =4 angg 4+ ...+ aijm = a§X

unter der Nebenbedingungen a;aj =1 (um eine willkiirliche Skalierung zu vermeiden). Diese Normierung
bewirkt, dass die gesamte Transformation der Daten orthogonal wird (Abstéinde bleiben erhalten). Die
wichtigste Bedingung ist jedoch, dass die Varianz der Z; also Var(Z;) = Var(a}X) maximal wird. Dadurch
erhilt man ein Maximierungsproblem fiir das es eine eindeutige Losung gibt.

Wie findet man die richtige Anzahl an HK?

e Reduzierung der Hauptkomponenten fiithrt zur Reduzierung der wiedergegebenen Varianz.

e Hauptkomponenten so auswihlen, dass Sie die Dimensionen reduzieren, aber trotzdem moglichst
viel der Varianz wiedergeben.

7 Clusteranalyse

Gegeben: Multivariater Datensatz mit N Beobachtungen von p Variablen

Aufgabe: Finde Gruppen, die in sich moglichst homogen sind und sich gleichzeitig moglichst stark
voneinander unterscheiden.

3 wichtige Gruppen von Verfahren:

e Hierarchisches Clustern

e Partitionierendes Clustern

e Modellbasiertes Clustern
plus unendlich viele weitere Algorithmen ...

Hierarchisches Clustern

e Divisive Clusterverfahren
Start mit nur einem Cluster
Schrittweises Aufteilen in immer kleinere Cluster
Stopp wenn jedes Cluster nur noch aus einem Objekt besteht

e Agglomerative Clusterverfahren (hiufiger)
Jedes Objekt in eigenem Cluster
Schrittweises Zusammenfassen zu immer gréfleren Clustern
Stopp wenn alle Objekte zu einem Cluster gehtren

Das Aufteilen bzw. Zusammenfassen der Cluster ergibt sich aus den Distanzen zwischen den Beobachtun-
gen. Es ensteht ein Baum (Dendrogramm).

Distanzmafle

Der Abstand zwischen 2 Punkten kann auf viele Arten definiert werden.
2 Datenpunkte: x = (z1,...,2p), ¥y = (Y1, -, Yp)’

13



7 CLUSTERANALYSE

* Buklidisch (L?): * Maximum:
d(z,y) = max_|z; — yil
* Nominal:
* Quadratisch-Euklidisch (L?): d(z,y) = #{i: ﬂ;z #yi}

P

d(x,y) =D (wi — i)’

i=1

* Manhattan (L', absolut):

P
d(z,y) = |z — yil
i=1
Die am haufigsten verwendeten Distanzmafle sind euklidisch und Manhattan:

Euklidisch: Erzeugt kugelformige Cluster.

Manhattan: Erzeugt wiirfelformige Cluster, robuster gegen Ausreifler.

Distanzen - zwischen Clustern

Distanz d zwischen Datenpunkten a und b vs. Distanz D zwischen Clustern A und B:

Single Linkage: D(A, B) = min d(a,b)

Average Linkage: D(A, B) = meand(a,b)

Complete Linkage: D(A, B) = max d(a,b)

Centroid: D(A,B) = ||la — b||

Ward: D(A, B) = 2|A||B| «|la — bl|/(|A] + | B)

mit a Mittelwert von Cluster A.

Partitionierende Verfahren

Im Gegensatz zum hierarchischen Clustern werden nicht Losungen fiir & = 1,..., N Cluster erzeugt,
sondern eine einzige Partition der Daten (disjunkte Zerlegung der Daten in Segmente). Clusterzentren
sind meistens die Zentroide.

e Vorgabe einer bestimmten Anzahl von Clustern
e Suche Losung, wo jeder Punkt moglichst nahe bei ,;seinem* Clusterzentrum liegt (= kleiner Radius)

o Bekannteste Methode ist der Klassiker k-Means.

KCCA: k-Centroid Cluster Analysis

Optimierungsproblem: Gegeben Datenpunkte {x1,...,Xy}, suche fiir vorgegebenes k eine Menge von Zen-
troiden Cy = {c1,...,cr} so dass der Abstand jedes Punktes = zum néichsten Zentroid méglichst klein ist.
Sei ¢(x) der néchste Zentroid:

cz)=c; & d(x,¢) <d(x,cy)

Daraus entsteht das Optimierungsproblem:

N
Z d(zn,c(zn)) — min
oyt {e1,...,er}

14



8 BAUMVERFAHREN

Geschlossene Losung existiert nicht, daher iterative Losungsverfahren : k-Means, Learning Vector Quan-
tization (LVQ), ...

Verallgemeinertes k-Means

1. Wiéhle k zufillige Cluster-Zentren als Initialisierung (normalerweise k zuféllige Beobachtungen).

2. Ordne jede Beobachtung x,, dem nichstgelegenen Zentroiden ¢(z) zu — Partition der Daten in k
Cluster.

3. Update der Zentroide getrennt fiir jeden Cluster:

cj = argmin, Z d(xn,c), k=1,...,K.

nic(xp)=cg

4. Wiederhole Schritte 2 und 3 bis zur Konvergenz (Iteration).
Fiir Euklidische und Manhatten-Distanz ist Schritt 3 sehr einfach, die Zentroide entsprechen den Mittel-
werten bzw. Medianen der Cluster.
— k-Means, k-Medians.

8 Baumverfahren

Funktionsweise des Entscheidungsbaumes:
e rekursives Teilen des Variablenraumes in jedem Schritt

e Klassifikation wird mittels Durchlaufen des Baumes vom Wurzel (root) Knoten bis zum Blatt (leaf)
erreicht

1.00- g . .

: . y>= 071
: * . <0.71
0.75 - .
....................................
: o
: .
e Piieiiiiatatieaiaaas
: x>=0.48\ X <0.57
>0.50 - ; <048 >= 057

0.25- s . y<03 y>= 061
Lo i <061
060 0‘25 0‘50 0‘75 160
X
Kreuzvalidierung

Zur Evaluierung/Optimierung von Decision Trees wird die Kreuzvalidierung verwendet, die das Paket
rpart automatisch durchfithrt. Hier wird der originale Datensatz zufillig in das so genannte Training Set
und Test Set gespalten. Die prozentuelle Aufteilung richtet sich nach der Anzahl der Wiederholungen der
Kreuzvalidierung. Mit dem Training Set wird der Baum erstellt, mit dem Test Set wird die Performance
evaluiert bzw. Fehlerrate errechnet. Dies wird eine gewisse Anzahl an Wiederholungen durchgefiihrt und
danach die durchschnittliche Fehlerquote ermittelt.
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8 BAUMVERFAHREN

k Teilmengen (Gesamtdaten)
Training
i
e
d
e 2
r
h
u
n
9
e
n Test Set

Wiirde man den Baum zu genau konstruieren - mit sehr kleinen Endknoten, wo nur wenige Beobach-
tungen enthalten sind - entsteht ein zu stark auf die vorhandenen Daten (dem Training Set) angepaBter
Baum, der auf neuen Daten (dem Test Set) falsche Vorhersagen liefern wiirde (Overfitting). Deshalb ist es
notwendig den Baum nicht iiberanzupassen (in den vorhandenen Daten kénnten z. B. Ausreiler und/oder
durch Mefifehler verzerrte Daten sein). Standardméfig sind daher in rpart und party MindestgroéBen fiir
Endknoten bzw. fiir Knoten die gesplittet werden sollen vorgesehen.

Random Forest

Ein Wald besteht ja bekanntlich aus vielen Bdumen — viele Decision Trees bilden daher einen Random
Forest. Es werden n Entscheidungsbdume folgendermafien erstellt:

e Aus dem Datensatz wird mit Zuriicklegen ein Datensatz selber Grifie gezogen (Bootstrapping)

e Fiir jeden Knoten im Baum wird ein Subset an Variablen zufillig ausgewahlt mit denen der beste
Split berechnet wird.

e Der Baum wird vollstindig angepafit (kein Pruning)

Ein neuer Datensatz wird dann durch jeden Baum des Forests geschickt. Die Mehrheit entscheidet iiber
die endgiiltige Gruppenzuweisung.
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